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1 序
本稿では，高校，短大，大学における数学の教授法に関して，とくに行列およ
び 2次曲線の指導をテーマとした一つの試みについて，その実践例を含めて報告
する。
中学・高校の数学における「関数」の概念は，ある一つの変数 xの値を決める
と対応する変数 yの値が決まるという，数から数への対応として定義される。さ
らにその拡張として，数の代わりに複数の成分を持つベクトルを考え，ベクトル
をベクトルに対応させる概念として「1次変換」が登場する。これは高校生にとっ
てはなかなか理解しにくいものであり，そこに現れる「行列」の概念も，その重
要性を理解するのはなかなか難しいものであると考えられている。そのためか否
かは定かでないが，行列および 1次変換は，現在の高等学校の学習指導要領から
削られ，大学 1年次の線形代数の授業で初めて学習することになっている。
筆者は 1986年から 12年間，私立高校の専任の数学教員として教鞭をとり，そ
の後の 7年間は短大において，2005年からは本学において数学の教育に携わって
いる。その過程における数学の指導に関して，いわゆる世代ごとの比較の対象と
して好適なものが，行列の指導であると考えられる。そのため本稿では 2次正方
行列およびその指導と深くかかわる 2次曲線をテーマとして，その指導法に関す
る実践報告を試みる。
2次正方行列とは，四つの成分を正方形に並べて(
a b
c d
)
とかいたものである。以下では成分が実数であるもののみを考えるものとする。
さらに 2次曲線とは，実数を係数とする二変数x, yの 2次方程式
ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0
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を満たすような平面上の点 (x, y) のあらわす図形のことである。中学校の数学で
最初に現れる 2次曲線は, 驚くことに中 1で学習する双曲線
y =
1
x
つまり xy − 1 = 0
である。いきなりグラフの真ん中で不連続であるような曲線が登場するのは，中
学生にとってなかなか違和感を感じるものと想像できる。それに続いて，円
x2 + y2 = 1 つまり x2 + y2 − 1 = 0
と放物線
y = x2 つまり x2 − y = 0
に出会って, 少しずつ 2次曲線に慣れていくものと考えられる。高校に入り，数
学 IIIにおいて，2次曲線とは「二つの文字について高々2次までの式で与えられ
る曲線で，必ず一つは 2次の項がある式で与えられる曲線」という形で定義され
る。それらは
x2 − y2 = (x− y)(x+ y) = 0 つまり 2直線 y = ±x
のような特別な例外を除いて，次の三つの標準形に（形を変えずに）移すことが
できるということが教科書にかかれている。
（2次曲線の標準形） 
y = ax2 放物線
x2
a2
+
y2
b2
= 1 楕円
x2
a2
− y
2
b2
= 1 双曲線 
ただし, 一般の形の 2次曲線が与えられても，それが上記の三つのうちのどれに
移されるかについては教科書に記述がない。筆者が高校で授業をしていた時にも，
時折生徒からこのことに関する質問を受けて，「それは大学に行ったら習うよ」と
いう中途半端な答えで終わらせることもしばしばであった。次節以降，このこと
に焦点を当てて，実践報告をまとめてみたい。
2 高校での試み
以前に筆者が教鞭をとっていた高校は，大学の付属校であったため，多くの生
徒がそのまま推薦で大学に進学する。したがって高校 3年の夏も受験勉強が無い
生徒が多いため，有志の数学の教員が協力して，理系に進む生徒に声をかけて，
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軽井沢の高校の寮において「数学合宿」なるものを開催していた。高校 2年生も
含め，30名程度の参加者とともに数日間の数学の勉強合宿が行われる。合宿の
テーマは，例年，高校数学と大学数学の架け橋となるようなものとして，講師を
務める教員によって選ばれた。筆者がその講師を担当した時には，前節でも述べ
たような指導のもどかしさから，行列と 2次曲線をテーマに選んだ。主な内容を
大学数学の言葉で述べるとすると，実対称行列の固有値を求め，行列の対角化に
より，2次曲線の標準形による分類を完成させることを目標にしたという感じで
ある。具体的には，2変数 x, yについての 2次方程式
ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0 (1)
の表す図形は何か？の問いに答えようということである。後述するように，(1)
を行列を使ってあらわし，講義の目的である「その行列の固有値を計算によって
求めることがすなわちその曲線の形を決めることになる」ということを理解でき
れば, 2変数に留まらず，行列を使えば 3変数，4変数も同様に扱えるのではない
か？という見通しまで立てることができ，世界がどんどんと広がっていく。これ
がまさに「抽象化」といわれるものであるが, 一方でこのことが，数学の授業に
おいて学生の多くがぶつかる大きな壁になっているのも事実である。いきなりの
抽象化は物事の本質を見失う恐れがあり，後で詳しく述べるが，やはり数学は目
で見える具体的な対象をしっかりとらえた上で抽象化に向かうべきである。理系
志望の高校生達に対し，いかにそのことを伝えるかを考えつつ，上記のテーマを
選んでみた。具体的な合宿での講義の内容については [3] にまとめてある。
以下，具体的な試みについて簡単にまとめる。記述の簡易化のために，実数全
体の集合を R， 平面上の点全体の集合を R2 とかく。とくに点と（位置）ベク
トルを同一視して
R2 =
{(
x
y
)∣∣∣∣ x ∈ R, y ∈ R
}
とかくことにする。この集合を 2次元ユークリッド空間という。そこで 1次変換
f : R2 → R2 を考える。すなわち実数 a, b, c, d に対し，対応 f :
(
x
y
)
→
(
x′
y′
)
が
　　　　　
{
x′ = ax+ by
y′ = cx+ dy
とあらわされるとき f を 1次変換という。行列を使うと，f は(
x′
y′
)
=
(
a b
c d
)(
x
y
)
(2)
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とあらわせる。行列を A とかくと (2) は
−→
y = A
−→
x の形にかけて， 1次変換 f
は 1次関数 y = ax の拡張になっていることがわかる。 1次変換の具体例として
は， 原点を通る直線に関する折り返しや原点を中心とする回転移動等がある。
そこで 2次曲線を考えるが，いきなり (1) の一般形を考えるのではなく，
ax2 + 2bxy + cy2 = r
という少し特別な形の 2次曲線を考える。 行列を使ってかくと
(x y)A
(
x
y
)
= r ただし A =
(
a b
b c
)
(3)
となる。そこでまず最初に生徒に出した問題としては
3x2 − 4xy + 3y2 = 5 はどんな図形をあらわすか？
というものであった。 行列を使ってかくと
(x y)
(
3 −2
−2 3
)(
x
y
)
= 5 (4)
となる。 これをがんばって
3x2 − 4xy + 3y2 − 5 = 3(x2 + y2 − 1)− 4(xy + 1) + 2 = 0
などと変形した生徒からは「円＋双曲線」という答も出てきた。なかなか面白い
答ではあるが，その図形がいったい何かは残念ながらわからない。そこでこれが
どうなっていれば，曲線の形がわかるかというと，何らかのかき替えで
(x y)
(
α 0
0 β
)(
x
y
)
= γ つまり αx2 + βy2 = γ
とでもなると，α, β の正負が同じならば楕円，α, β の正負が異なれば双曲線か
も？ということが高校生でもわかる。実際，45◦回転の行列を P として,(
x
y
)
= P
(
X
Y
)
=
(
cos 45◦ − sin 45◦
sin 45◦ cos 45◦
)(
X
Y
)
(5)
を考えると (4) は
(X Y )P−1
(
3 −2
−2 3
)
P
(
X
Y
)
= 5 (6)
となる。さらに計算すると
P−1
(
3 −2
−2 3
)
P =
(
1 0
0 5
)
(7)
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がすぐにわかるので，(6) は
(X Y )
(
1 0
0 5
)(
X
Y
)
= X2 + 5Y 2 = 5
すなわち，
X2
5
+
Y 2
1
= 1 (8)
となって，これは楕円をあらわしていることがわかる。ここでもとの変数 (x, y)
と新しい変数 (X,Y ) の間には (5) の関係があるが，図形としてみればこれは元
の x軸，y軸を 45◦ 回転させた新しい X 軸，Y 軸に関して図をかいたことにな
るので，もとの座標であらわした (4) の図形と，新しい座標であらわした (8) の
図形は同じ形であることがわかり，それは楕円であることが結論付けられたので
ある。
理系を目指す高校生の多くは，この計算に付いてくることができた。すなわち
「なぜ (5) の変数変換をしたのか？」
という疑問を除けば，上記の説明を理解できる生徒がほとんどであった。となる
と上記の理由が問題になるが，実はそれは (7) を満たすような行列 P がほしかっ
たからであるということになる。つまり言い換えると，一般に行列 A が与えら
れた時に
P−1AP =
(
α 0
0 β
)
(9)
となるような行列 P と実数 α, β が見つかるか？ということが，2次曲線の形を
求めるための鍵であることにたどり着くことができた。この α, β が行列 A の固
有値であり，行列 P の列ベクトルが A の固有ベクトルである。とくに (9) の右
辺の行列は対角行列と呼ばれ，上記の問題が「行列の対角化問題」と呼ばれるも
のである。それらの定義と成り立つ事実を以下に記載する ([1] 参照)。
（行列の固有値・固有ベクトルの定義） 
1次変換 f(
−→
x ) = A
−→
x に対し，
A
−→
α = k
−→
α （ただし k ∈ R, −→α = 0)
となる k と
−→
α が存在するとき，k を f（あるいは A）の固有値，
−→
α を f
（あるいは A）の k に関する固有ベクトル という。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（実対称行列の対角化） 
任意の実対称行列 A =
(
a b
b c
)
に対し，ある行列 P が存在して
P−1AP =
(
α 0
0 β
)
となる。このとき α, β は A の固有値である。 
本来は固有値・固有ベクトルの定義をしっかりと行い，理論的に実対称行列の
対角化問題の考察を進めることが望ましいが，時間的な制約もあり，(3) の行列
A の固有値である α, β が 2次方程式∣∣∣∣∣x− a −b−b x− c
∣∣∣∣∣ = (x− a)(x− c)− b2 = 0
の解であることのみを説明し，具体的な 2次曲線の形を求める手順を学習して合
宿の講義を終えた。
この試みでは，一般の 2次曲線の決定の鍵が「行列の固有値」であるというこ
とを一つの結論として導き出したのである。なぜ行列という概念を学ぶのか？と
いう高校生の素朴な問いに対し，とりあえず具体的な 2次曲線の分類の鍵として
の役割を担う「行列の固有値」に親しむことで，なんとなくその答を実感させる！
これがこの数学合宿において，筆者のめざした一つの方向性であり，その目的も
ある程度達成できたのではないかと感じている。
3 短大での試み
12年間の高校での教員生活を経て，首都大学東京の一母体である都立短期大学
に専任講師として採用され，主として文系の学生に数学を教える機会が与えられ
た。数学の授業としては，いわゆる微分積分と線形代数があったが，当時の数 III
や数Cを高校で履修してきた学生は少なく，線形代数はとりあえずベクトルの概
念の学習からスタートする授業であった。そこですぐにぶつかる壁が，やはり行
列と 1次変換であった。高校生と同様，初めて行列を学ぶ短大生は，その意味付
けに戸惑い，ある程度真面目に取り組む学生であっても，計算の仕方を丸暗記し
て問題を解くことにエネルギーを使うというケースが多かった。その授業のゴー
ルは行列の固有値・固有ベクトルの計算で，結局は意味もよく分からずに終了と
なる学生も多く，最初の 1～2年は手探りの授業であった。そこで，短大生とい
えども高校生と変わらないであろうと割り切り，カリキュラムの一部に高校の数
学合宿で話題にした 2次曲線の話を入れ，固有値との関係を扱ってみた。そうし
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たところ，とくに数学の好きな学生からは，高校の数学とは違う面白さがあると
いうような感想をもらうようになって，授業にもメリハリが出てきたように思え
た。そこで，その授業のゴールを一般の 2次曲線の考察ということでカリキュラ
ムを組みなおし，より一般的に扱ってみることにした (テキストは [2])。具体的
には例えば
3x2 − 4xy + 3y2 + 4x− 16y − 2 = 0 はどんな図形をあらわすか？
ということを考える。この方程式を，行列を使ってあらわすと
(x y)
(
3 −2
−2 3
)(
x
y
)
+ (4 −16)
(
x
y
)
= 2
となる。前節で述べた通り，P を 45◦回転の行列とすると
(x y)P
(
1 0
0 5
)
P−1
(
x
y
)
+ (4 −16)
(
x
y
)
= 2
となり (
x
y
)
= P
(
X
Y
)
とおくと
(X Y )
(
1 0
0 5
)(
X
Y
)
+ (4 −16) 1√
2
(
1 −1
1 1
)(
X
Y
)
= 2
となり，整理すると
(X − 3
√
2)2 + 5(X −
√
2)2 = 30
さらに平行移動の変換式として{
X˜ = X − 3√2
Y˜ = Y −√2
とおくと，楕円の標準形
X˜2
30
+
Y˜ 2
6
= 1
となって，もとの図形はこのだ円を回転と平行移動によって移したものであるこ
とがわかるのである。これらを一般的な枠組みで行うと，完全に 2次曲線の分類
が完了するわけだが，ほとんどが文系の短大生に，教養の数学の授業でそこまで
強いるのも難しく，短大での試みは具体的な 2次曲線との触れ合いというところ
までとなった。
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4 大学での試み
2005年から，首都大学東京の数理科学コースに配属となり，いわゆる理系向け
の線形代数の授業を教えることとなった。ただ理系の線形代数の教科書には，最
初から n次正方行列が登場し，2次正方行列などは高校で学習済みという感じで
あったため，授業で 2次曲線の分類に言及することもほとんどなく，何年かが経
過した。そのうちに，過去の経験を買われたのか，数学科教育法の授業を受け持
つことになった。前任者のカリキュラムに従って，学習指導要領や指導案作成，
数学史などの指導に取り組んだが，隙間の時間に，高校数学と大学数学の架け橋
的なトピックをいくつか扱ってみたところ，学生が面白がって取り組むため，1
コマ分を割いて 2次曲線の分類をやらせてみた。とくに行列の対角化が 2次曲線
の分類の鍵であることを強調してみたところ，驚いたことに「初めて固有値の重
要性を実感した」という感想を漏らしていた学生が少なからず存在していた。受
講者である数理科学コースの 3年生は，既に線形代数でジョルダン標準形まで学
習しているはずなのに，彼らでさえも定義に従って固有値や固有ベクトルを計算
することに必死で，その意味を実感せずに先の勉強に進んでいたということのよ
うである。その意味では，10数年前に高校生に対して数学合宿で行った試みが，
少し形を変えて数学を専攻する大学 3年生にも有効であったことは，驚きである
とともに，数学教育の根幹は具体例と抽象概念の実感を伴った相互理解であるこ
とを再認識した。
関連して，数学における重要な課題である「分類」という作業についても考え
てさせてみた。すなわち既知の数学的対象を「ある基準」によって分類するとい
う作業である。このとき「ある基準」というのが，それなりに意味のある基準でな
くては分類としての価値が無いわけで，意味のある基準を明確にするための「指
標」が必要になる。高校の数学で初めて出会う「指標」は 2次方程式の判別式 D
であろうか。彼らは高校時代に 2次方程式の解の分類を D の符号によって完成
させている。さらに現在の数 IIIの 2次曲線の項を見ると，離心率 e によって 2
次曲線が次のように分類されることも記載されている。
（離心率 e による 2次曲線の分類） 
0 ≤ e < 1 楕円
e = 1 放物線
e > 1 双曲線 
これを見ると，離心率 e も数学的な分類の指標であることがわかる。ところが
数 IIIの教科書を見ても，なぜそうなるかがやはりかかれていない。せっかくなの
で，これについても数学科教育法の授業で触れたところ，ほとんどの学生が「初
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めて聞いた」というような感じであった。ちょっと気になって，知り合いの現役
の高校教員数名に聞いたところ，彼らもそのあたりはやや怪しい様子であったの
で，生徒が知らないのは無理からぬことなのかもしれない。
とくに教員を目指す学生に対しては，中学や高校の数学の先に何があるのか，
今勉強していることはどのようなことに広がっていくのかということをしっかり
と理解した上で，中学や高校の授業をしてほしいと感じている。実際，中学で「2
次方程式の解の公式」や「三角形の合同」で苦しめられた生徒が，高校に入って
「3次方程式」や「ベクトル」に出会って，中学の数学は易しくて楽しかったと
実感するように，先の学問を修めると，前に学んだことの意味がよくわかるとい
うのは自然なことである。その意味でも，大学で専門的な勉強をしっかりとした
学生に中学・高校の教員になってほしいというのが，現在の筆者の思うところで
ある。
5 結び
筆者の経験とも合致するが，高校の数学と大学の数学の間には大きなギャップ
が存在する。一つは抽象度の違い，もう一つは厳密性の違いであろう。ある程度
まで勉強を進めると，より一般的な概念において考察を加える方が簡単な場合も
ある。身近な例として，整数の問題を整数の世界だけで考えているとよくわから
ないが，複素数を使ってしまうと非常に見通しの良い推論ができるなどというこ
とはよくある。それは飛び飛びの整数の世界の間を詰めて実数の世界を作り，な
おかつ本来は通れないと思われる道を作ることで複素数という広い世界を考え，
そこで整数の問題を考えることができるからである。有名なフェルマー予想をは
じめ，多くの問題がそのような一般化による恩恵によって解決されている。また
素因数分解と因数分解のような，整数と多項式という別の世界なのに似たような
概念があり，さらにそれを抽象化することで，様々な数学的枠組みでの「類似」
の観点から問題に取り組むことができることも非常に重要である。他方，そのよ
うな抽象化に伴い，これまでは感覚的に良しとされていたものに関して，厳密な
チェック，いわゆる数学的な証明が必要となる。これにエネルギーを取られるこ
とで，大学の数学は難しい，面白くないという感想が生まれる。筆者の大学 1年
次も，そのような暗闇でもがいていたような気がする。ただそこから抜け出す鍵
となるのは，やはり自分がその概念を実感できるような具体例との出会いなので
ある。
線形代数の授業で躓くのは，抽象的な高次元の概念，さらに最初は意味不明な
固有値・固有ベクトルなどの初めて出会う概念である。そこでともかく，自分の
慣れた 2次元の世界で，高校でも付き合いのあった 2次曲線を通して，行列の固
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有値と触れ合うことで，そのイメージをしっかりと確立し，自分が進むべき方向
がどこなのかを実感できると，急に抽象世界にその道が見えてくるのではないか
と思う。その意味で，本稿で述べたような試みを，さらに他の数学的な対象に関
して広げていくことは，大学の数学教育においても意味のあることでないかと思
われる。筆者の専門である整数論についても，見かけの易しさに比べて，その根
底にある概念は非常に深淵である。とはいえ、目に見える具体例をしっかりと扱
うことで，その奥に潜む抽象的な概念などを伝える試みも重要である ([4] 参照)。
いかにして数学の楽しさ・奥深さを，具体例と抽象概念をうまく取り混ぜて，実
感を伴う形でわかりやすく伝えていくかということが，我々数学教育に携わる者
にとって重要な課題の一つであると言えよう。
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